E;! 12 PAM Série 2c Lundi 19 octobre 2026

Equations différentielles linéaires homogénes € non homogénes

Réponses

Exercice 1

1) On cherche la solution de y’' —3y=7e* —22z+ 1

— Eq Homogene associée : y' —3y=0

donc /%z/i&dw =|yn=c(x)e?®

— Recherche de la solution particuliére et de la solution générale

Ansatz : y,=c(2)e3* = y, —3y,=e3"(c'+3c) —3ce3” = 37 ¢'=Te” —22 +1

=c(x) Z/%dl‘ (4c¢)

:/76*2I72xe*31+e*3“’dx +c

= Te=2w 2(—%(1’56_396 —f —%6_3%1‘) - %6_3” +c (intégration par partie)
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2) Vérification : (—%em + %x - % + ce?"’”)’ - 3(—%693 + %x - % + ce?"’”)
= —%ex + % + 3ce3® +%ex —2r+ % — 3ced®
2 14 1
=3t -2r+3
= 7e*—2z+1 ok!
3) Trouver une solution de I’équation différentielle telle que y,(0) = yo
On pose =0 dans I'expression de y,

Cela donne:

7 1 71 65
—5t0-—g+c=w =c=ypt+ts+y=wtgx

Donc| y= —;em—i—%x —%—i— (yo—&-%)e%
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Exercice 2

1) i) On cherche la solution de y’ —3y=—2z+1

Remarque : Cela revient a supprimer 7e® dans le membre de gauche de I'E.Q précédente.

— Eq Homogene associée :  y' —3y=0

donc / %: / 3dzx ém exactement comme précédemment

Ansatz : y,=c(z)e® =y, —3y,=e3(c'+3c) —3ce’” = ¥ /=—22+1
=c(x)= /——Qx—i— 1dx (+c)

6333

:/—2xe‘3m +e 3 dx

=—2(—zze 37— [ —%e_?”cda:) - %e_s“" (par partie)

2 )
=gre " —ge (c’est ynn )

2 1
donc yg:(grce 3.@756 3m+0)63“’

_ 2,71 3T
= 31 9+ce

. . L . 7 2 1
Si 'on compare avec la solution générale précédente (y,= €'t —g+ ce3®),

on remarque que la suppression du terme 7e® implique celle du terme f;e”” de la solution !

ii) On cherche la solution de y’ —3y=4x? — 2z + 1
L’équation homogéne associée étant encore une fois la méme que précédemment, on a m

Ansatz : y, =c(x)e’® = y, -3y, =e>(¢'+3c) —3ce’” = 3 ¢/=a® - 20 +1

4o’ — 2z 41 2 . . .
=c(x)= /%dw = —% (+c¢) (double intégration par partie)
2
Donc y, = —(—36” ;;f;i"r 1 —|—c)e3”’ :—%ﬁ — %m - % +ced®

On observe une petite similarité avec la solution de ¢, et surtout 'apparition du terme %xz.

Cette observation sera reprise dans l’exercice 4. Des variantes de méthodes en seront déduites.



Exercice 3

1) On cherche résoudre I’équation différentielle yi = 3(1 - wzﬂ) sec(x)

’ ’

_ oy —cos(z) 1 cos(x)
elle peut se mettre sous la forme y = 3W =y’ — ——~y=cos(x)
donc a(x)y’+b(z)y =r(x) ( non homogene )
« } o ( ) o } . sin(x)
— Eq Homogene associée :  y' —=5%y =0 a comme solution yh=ce ®

— Recherche de la solution particuliére et de la solution générale

sin(x) , COS(I) sin(x) , COS(.’E) COS(.I) sin(x) , sin(x)
Ansatz : y,=c(x)e @ = Yp——s Yy=¢ ? (c JrTc)che 3 =cle 3

sin(x) —sin(x)

Donc on doit avoir ¢’e” 3 =cos(z) =c'=cos(z)e 3

_ sin(a) _sin(a)

Par la formule de substitution p.81 : ¢(z) :/sin’(x)e 3 dr=—3e 3
sin(z)\  sin(z)
donc y, = (7367 3 )e 3 =-3

sin(x)

La solution générale est donc yg(z)=ce » —3

2) A vérifier...

Exercice 4

x| o) [ W@ | pa@) [ 4 5@) Conclusion
i — — 2,._1 On remarque que
1)| 1 3 1 2¢+1 1 3T~ o , \
2 1 3 I yp(7) est un polynodme
oe " 5 ;
" -3 1 d”r —2z+1] 2 A T de méme degré que py

2) Essayons de retrouver la solution de l'exercice 2 sans passer par la variation de la constante.

Si notre conclusion de (1) est valable, alors on devrait avoir

yp=max+h donc (mx+h) —3(mz+h)=-2x+1
= m—-3mz —3h=-2z+1

2
—3m=—2 _2 _3-t_ 1
{m—Sh:l :>m—3eth— 3 79
. . 2 1
Ce qui donne comme résultat : | y, =z — 5

3) Essayons par la méme méthode de retrouver la solution de y’ —3y=6x2 — 2z + 1
Par la conclusion de (1), on doit avoir
yp=ax’+bxr+c donc (az’?+bx+c) —3(az®+bx+c)=622—2z+1
= 2ax+b—3ax?—3br —3c=62>—22+1
= —3ax?—3bx+2ax —3c+b=622—-2x+1

—3a=06
—3b—4=— 2 b—1 5
= { —3b+2a=-2 =a=—2 et donc 3b—d==2 2 of c=21=_2
—3c+b=1 3 3 9
—3c+b=1
Ce qui donne comme résultat : | y, = —22% + %x — %
B (E
et ‘ Yg=Yn +ys — cedx - 21’2 - %[L’ — % ‘ ©B.B 2026 using TgXyacs gj




