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Méthode d’Euler Réponses

Nous avons vu en classe le principe a la base de cette méthode itérative, qui se résume par

avec (z1,y1) ou (Zo, y,) donné comme condition initiale
h: le pas d’incrémentation

{ Tpi1=Tn+h
fl<x) = F(l‘, y) donc fl(xn) = F<xn7 yn)

Ynt1=Yn+ ['(xn)-h

Exemple 1  On considére 'E.D. (x+5)-y'+y=4x—3 avec f(3)=1 et que l'on

cherche a estimer f(5) en 4 pas. Il faut donc prendre h= == S — % avec F(z,y)= %
Les deux premiéres itérations donnent
1
co=3 n1=3+3=[1]=35 25 =3.5+0.5=[1]
= = 3 19 3
_ - _[35 |~
flzo)=1 f(ml):H“iI;_B%:E:lﬁ f(xg)——5+3—4—:2,06
et il restera encore itérations pour trouver la réponse.
mgz m4:4.5+0.5:
= 9 8
35 86 ax2-8_3 .
_ 35 [ AX4-37-3 1 35 16-3% g7 | p)=34+_"2"3 " 1_[63]~334
f(x3)_ﬁ+74+5 ‘§—ﬁ+ %) —:267 f( 4) 3 %+5 2

Résolution de I’équation différentielle:

Equation homogeéne associée : (z+5)-y'+y=0 :>f% dy = —fz;_%dx +c

=In(y)=—-In(x+5)+¢

c
=YH =775
C C c’
L’équation différentielle devient : 7—(mi5) +C0'+— i s=4r—3 donc C(z)= 4%2 -3z (+C)
) 222 -3
Par l'ansatz : ynu :%

. C 2x2 — 3x 2x2 — 3z + C
Finalement ygen—yH+yNH—z+5+ 275 = 273

. 18—9+C 202 — 3z — 1
Si f(3)=1 alors TJr:l et donc C'=—1 " donc ypare == —— (:=f(x))

Done f(5) =" =5 =34



Equation différentielle f' = F(x,y), ici avec F(x,y) = TJ
+X
Montrer le point P(x0,y0) représentant la condition x0 3 yo 1
Montrer la solution & tester A tester : f(x) = M |
B+x
Montrer la solution appochée par la méthode d'euler 4 |
Montrer champ vectoriel
xmin 2 xmax 5
Montrer le flux
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Exemple 2 On considére 'E.D. (x+2)-y'+y=42x+3 avec f'(0)=7 et que l'on
N . o _4dr—y+3
cherche & estimer f(2) en 2 pas. Il faut donc prendre h — avec F(z,y) ==
2o=0 r1=1 To=2
=
_ _ 4x0—(=11)43 _ 4x1—(-4)+3 _ —1
f(z0)=—11 flz)=-114+——F5——=—4 flae) = A+ 5—=5
. . N . . crrs . . 222+ 3z — 22
La solution particuliére de I'équation différentielle est ici :  ypart = % (:=f(x))

f2)=-2

Ainsi

Il y a une assez grande différence entre f(2) et 'estimation f(z2)

3

Py:(1,—4)

D2 |
f2)=-2]

kcourbe d’équation ]

22243z — 22

y=flz)=—""7"73

0.5




Exemple 3

Il arrive qu'une question de maturité de donne pas la valeur initiale de x qui

du coup est considérée comme une inconnue (“k”). C’est la cas de la question suivante:

On considére I'équation différentielle y’ = 37y_% et on note s sa solution particuliére satisfai-
X

sant la condition initiale s(1) =k, ot k est un nombre réel.

a) On emploie la méthode d’Euler pour estimer en 2 pas la valeur de s(3).
Trouver la valeur de k pour laquelle cette estimation vaut 9.

b) Déterminer la solution générale de I'équation différentielle.

c) On pose k =2. Déterminer alors s(x).

Les deux itérations donnent, avec et ’ F(z,y) _3y_ 8

T 3

{ﬂO: xlz x2:
= =
fa) =] | fe) =k B S | Sl =k on s A

N

a) Ainsi f(z2) =4k —8+6k—12— % =10k —21 et « comme est estimation vaut 9» : 10k —21=9

donc

b) Je vous laisse trouver la solution de I’équation différentielle.

2 2 . 2
yg:cx2+ﬁ yp:(ka)x2+F 51k:2,alorsm

Remarque : si k=3 alors s(z) =22 —1—% et donc s(3) =9+ % ~9.22 compatible avec (a)!



Exemple 4 (Maturité été 2012)

On donne 1'équation différentielle du premier ordre y' = X+ y et une condition initiale
y(0)=—1, autrement dit y=—1 lorsque x=0.
On appelle f(x) la solution de 1’équation qui respecte la condition initiale.

a) Par la méthode d'Euler, estimer f(4) en quatre pas.

Dans un repére orthonormé, représenter graphiquement les résultats obtenus en reportant
et reliant les points calculés.

b) En résolvant I’équation différentielle, prouver que f(x)=e" - x2—2x-2.

L’ application n’est malheureusement plus disponible sur mon site en raison de la politique commerciale de Wolfram
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On remarque (image 1) que les courbes se séparent dramatiquement pour x > 2.

En particulier, pour x =4, la solution exacte est e* —262228.29, ce qui est bien plus grand que y4=5.

Remarques :
1) z4=4 et y4=5

2) L’image 2 ci-contre illustre la méthode d’Euler a 16 pas,
avec la courbe de la solution exacte de I’équation différentielle.
On voit que cette nouvelle courbe polygonale est plus proche
de la solution que celle obtenue avec 4 pas, mais s’en éloigne aussi
beaucoup lorsque x>2.
4-0

ici h=—=0.25, et on obtient pour y(4) l'estimation yi6=18.16
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