PAM —MATHS

Examen de Décembre

Classe 12

5 problémes

Mercredi 11 décembre 2024

Réponses

Total: / 54 points

Probléme 1

Le graphe de la solution s de I'équation différentielle
y' =2cos(x) —y
qui satisfait a la condition initiale
s(0)=0

[ /9points]

est donné ci-contre pour x € [0; 3].
Remarque : x est en radians.

a) Estimerla valeur de s(1) etde s'(1) al'aide de la méthode d'Euler avec un pas

h = 0.25. Arrondir tous les résultats au centiéme.

b) En employant les résultats obtenus ci-dessus, expliquer pourquoi on peut supposer que le graphe

de s admet un maximum d’abscisse inférieure a 1.

c) On utilise la méthode d'Euler avec un pas h inconnu.
On note e l'estimation de s’ obtenue avec un seul pas.

Montrer que e(h) = 2 cos(h) — 2h.

Tpt1=2Tn+h

Méthode d’Euler: { ,
f(@ny1) = f(zn) + f(zn) h

avec ici h=0.25 et f'(z,)=2cos(xy) — f(zn)

z0=0 |x21=0.25 x2=0.5

f(zo)=0| f(x1) =0+ (2cos(0) —0) x 0.25=0.5| f(z2) =0.54 (2cos(0.25) — 0.5) x 0.25 = 0.859456

.1]3:0.75

.1]4:1

F(23) =0.859456 + (2 cos(0.5) — 0.859456) x 0.25 = 1.08338

F(24) = 1.08338 + (2 c0s(0.75) — 1.08338) x 0.25 = 1.17838

a) Notre estimation est donc : s(1) = 1.18 et s’(1) = 2cos(1) —1.178 =~—0.098

b) Comme s’(1) est proche de zéro, (et négatif) on en déduit que la fonction est quasi-stationnaire
en =1 (en fait légérement décroissante) et qu’elle a du étre nulle pour une valeur de z légérement
inférieure a 1. (la courbe donnée confirme cette affirmation).

)

.1’0:0 .I]lzh
f(zo)=0| f(z1) =0+ (2cos(0) —0) x h=2h

s’ (1)=2cos(x1) — f(x1) =2cos(h) — 2h




Probléme 2 [ /7points]
On donne I'équation différentielle y' = x—y et on s'intéresse a la valeur en x=2 de la solution
particuliere s qui passe par le point (0;1).

a) Calculer cette valeur s(2) en résolvant I'équation différentielle.

b) Trouver une approximation de cette valeur s(2) en utilisant la méthode d'Euler avec un pas

_1
h—2.
a)y'=z-y

Eq hom: %: -y =y, =Ce™"

Ansatz: y,=C(z)e " =—-Ce *+C'e "= —-Ce” =C'e "= =C(x) :/xe“’dz =(x—1)e”
Donc y,,, = (x —1)e"e "=z —1

ety vy, +y,=C"+x—-1

Passe par (0,1) & Ce °+0—-1=1& C=2

ger

é|ypart:2e_w+x—1|

[Verif : ylat=—2e""4+1=—2e""—z+14+2=—yparc + 0k! |

Donc en nommant s(z) cette solution particuliére, on a : s(2)=2¢ 2 +2—1= e—22 +1=1.271

b) Pour trouver une approximation de s(2) en utilisant la méthode d’Euler a pas h = %,

en partant de zo=0, on doit effectuer 4 étapes.

.1’0:0 .1]1:0.5 ,1;2:1
T@o)=1]f(z) =1+ (0—1)x05=05] f(z2) =05+ (0.5 —05) x 0.5=0.5

IE3:1,5 1'4:2
f(z3)=0.5+(1—0.5)x0.520.75 | f(x4) =0.75+ (1.5—0.75) x 0.5 =1.125

Equation différentielle f' = F(x,y), ici avec F(x,y)= x-y

Montrer le point P(x0,y0) représentant la condition x0 0 yo 1
Montrer la solution 2 tester Atester: f(x)= -1+267X+x

Montrer la solution appochée par la méthode d'euler 4

Montrer champ vectoriel

xmin | 0.01 xmax | 2
Montrer le flux

20 4
15F E
1.2714

L9E Courbe de la SO]UtiOiS(z)/e/LmS
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Probléme 3

[ /8 points]

On donne 3’ =22 +y avec la condition y(0)=-1 on veut estimer f(4)en4 pas.

On prend donc h=1

Tpn+1=Tn+h

Fmsn) = flam) 4 @y n VCCIAREL f(xn) =23+ f(zn)
n+1)— n n

a) Méthode d’Euler: {

b) Résolution : 3y’ =22+ y

Eq hom: %:y =y, =Ce"

Ansatz: y,,=C(z)e® =Ce *+C'e* =1+ Ce® =C'e* =12
=C (z)= /xQe_ﬂ”dx =(—22-22—-2)e*

Donc y,, = (—22— 22 — 2)e "e*——2% — 21 — 2
et ygen:yll + yNH =(Ce"— l.2 —2x—2

Passe par (0,—1) & Ce®—02-0-2=-1< C=1

é|ypart:eﬂ”—x2—2x—2




Probléme 4 [ /18points|
On donne y’:%-l- 1 avec la condition y(1)=—1 et on veut estimer f(4) en3pas.

On prend donc h=1

a) Méthode d’Euler:

x =xp+h ,
{ nh avec ici h=1 etf(xn):%Jrl

F@ng1) = F(@n) + f (zn) b

:Eoil IE1:2 1'2:3

Flao)==1| flen) =1+ gy +1) x 1=—3 f(xz):—§+<z}22+1)x1:g

f(x4):%+(2x3+1)><1:%

b) f(1+h)= f(1)+(@+ l)h: —141h

, _ fl+h) _ —1+43h C242h—1+3h  14+3h  245n  S5h42
= f(1+h)72(1+h)+172(1+2)+17 2+2h : 72+;h74+4h74h+4
- 24+5h\, 1; , 2h+5h* _ —4—4h+2h+2h%+2h+50% _ 7Th?—4
f(1+2h)_f(1+h)+(4+4h)h__1+5h‘ 4+4h 4+4h T 4ht4
¢) On veux s(14+2h)=0 donc 1};2_:520(:)7/12:4 h:\/g =unzerode s est 1—0—2#22.51

d) On veut s’(14+h)=0 donc %:O@5h:72 h= 7%:70'4 =-tangente horiz en 17%:0.6

e)y =4 +1
Eq hom: %:% =y,=C\Z
1
Ansatz: g, =C(a) V& 55C 4 CVa = +15C Vo =1 :>C(x):/x “de—2F
Donc y,,, =27 /T = 2z
et Yo=Yu T Ypu=C VT + 22

f) La courbe passe par (1,-1) & Cy/1+2=-1& C=-3

= | ypart:_gﬁ +2x |

+2 :—3\/5+2x
2x

+1=2L+1 ok!|

[Verif : y)a = >

3
25
g) En nommant s(x) cette solution particuliere: s=0 < /z(—3+2y/z) © z=00u|z=

ets'(2)=06 L=—-1ley=-2r-3/r=—4r & /2(-3+4/7)& =0 ou
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Probléme 5 | /12points|

On donne le champ vectoriel V(z, y) :( =N )

' [
I [
/ I
/ [
j I
/ /7
_ L/ = 7
iy s
1,
i1

a) Les équations des courbes tangentes en tout point aux vecteurs du champ V sont solutions
de l’équation différentielle y'=F(z,y) avec ici F(x,y)= % = % = i—igf
3 z=1

Y

Résolution : dy x+1y2<:> —dy= x+1d9:: l-l-i dz
z—1 -1 rz—1

= —5:x+21n|x—1|+c

—1
- z+2ln|z —1|+c¢

b) Un champ W (z, ) tel que W(z,y) LV (z,y) en tout point (z,)

est simplement donné par W(x, Y) :( y‘}/’y ):( (iL,l)ly )
Y

2f T ‘ T

X —

\\L\\“ = 23 Q

—— e

. -
c) Les équations des courbes en tout point orthogonales aux vecteurs du champ V sont solutions

) . — . r 1
de I’équation différentielle 3y’ = “Fe )

) L oody  l—w 2, [1 — 2
Resolutlon.dm——(x_i_l)yQ@/Z/ dy—/1+ dr = /(1 1+x>d9§

:>y?3:x—2(x—log|x+l|)+c

=| y=3%/3(x—2(z—loglz+1]) +¢)

© B.Bratschi dec 2024 using TEXyacs



